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Motivazione e Obiettivi

L’elaborato prende forma dal lavoro di Morris 1982 sulle sei distribuzioni
nella Famiglia Esponenziale Naturale con Funzione di Varianza Quadratica.

Obiettivi:

1 Caratterizzare la distribuzione Secante Iperbolica (HS): forma,
momenti, funzioni fondamentali e altre proprietà.

2 Sviluppare applicazioni in Modelli Lineari Generalizzati, basati sulla
funzione di verosimiglianza della distribuzione e valutandone le
performance tramite simulazioni.

3 Esplorare il modello di Quasi-Verosimiglianza, basato su ipotesi
deboli e applicandolo a un dataset reale.

4 Confrontare il modello sviluppato con il modello gaussiano.
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Contesto Teorico 1/2

• Famiglia Esponenziale Naturale (NEF):
classe di distribuzioni di probabilità nella forma

NEF1 = {f (x , θ) = exθ−ψ(θ)h(x), x ∈ SX , θ ∈ Θ}

dove ψ(θ) è funzione dei cumulanti.

• Proprietà delle NEF:
• Media: Eθ[X ] = µ = ψ′(θ), µ ∈ Ω

• Funzione di varianza: Var(θ) = V (µ) = ψ′′(θ)

• NEF con Funzione di varianza quadratica (QVF):

V (µ) = v0 + v1µ+ v2µ
2
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Contesto Teorico 2/2
• NEF-QVF note

Distribuzione Ω V (µ)

Normale R σ2

Poisson (0,∞) µ

Binomiale (m) (0,m) µ
(
1− µ

m

)
Binomiale Negativa (r) (0,∞) µ+ µ2

r

Gamma (0,∞) µ2

α

• Distribuzione Secante Iperbolica

Distribuzione Ω V (µ)

Secante Iperbolica R 1 + µ2
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Distribuzione Secante Iperbolica 1/3

Funzione di densità:

f (x ; θ) =
exθ+log(cos θ)

2 cosh(πx/2)
, x ∈ R e θ ∈

(
−π
2
,
π

2

)

dove:

• ψ(θ) = − log(cos θ) è la log-partition function;

• θ ∈
(
−π

2 ,
π
2

)
è il parametro naturale.

Proprietà:

• x = 1
π logit(y) con y ∼ Beta

(
1
2 + θ

π ,
1
2 − θ

π

)
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Distribuzione Secante Iperbolica 2/3

• Media:
µ = tan(θ) ∈ R

• Varianza:
V (µ) = 1 + µ2 = sec2(θ)

• Indice di Asimmetria:
γ1 =

2µ√
V (µ)

• Indice di Curtosi:
γ2 =

5V (µ)+4µ2

V (µ)
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Distribuzione Secante Iperbolica 3/3

• CDF in forma Beta regolarizzata: F (x) = I 1
1+e−πx

(
1
2 + θ

π ,
1
2 − θ

π

)
• Generazione di numeri pseudocasuali tramite algoritmo di
Inversione della funzione di ripartizione (ITM):

Confronto tra distribuzioni simulate e teoriche con θ = (0, 0.5, 1).
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Secante Iperbolica Standard vs Normale Standard

Distribuzione Media Varianza Asimmetria Curtosi

HS(θ = 0) 0 1 0 5
N(µ = 0, σ = 1) 0 1 0 3
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Regressione Secante Iperbolica

1 Specificazione con link canonico

• Variabile dipendente: Y1, . . . ,Yn ∼ HS(θi );
• Predittore lineare: ηi = xTi β;
• Link canonico g : g(µ) = θ = arctan(µ) tale che θ = η ∈ (−π

2 ,
π
2 ).

Limiti del link canonico

Vincolo sul predittore → link canonico incompatibile con il
dominio delle medie Ω.
Si utilizza allora un link alternativo.

2 Specificazione con link identità

• Variabile dipendente: Y1, . . . ,Yn ∼ HS(θi ) ;
• Predittore lineare: ηi = xTi β;
• Link identità g : g(µ) = µ = tan(θ).
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Modello di Quasi-Verosimiglianza

Il modello di quasi-verosimiglianza permette di rilassare le ipotesi del
modello classico ⇒ Ipotesi di Secondo Ordine

Specificazione del modello:

• E[Yi ] = µi
• Var(Yi ) = ϕ(1 + µ2i ), ϕ > 0

• Yi e Yj indipendenti per i ̸= j

• Il parametro di dispersione ϕ consente di modellare
sovradispersione o sottodispersione nei dati.

• La stima di ϕ è ottenuta come media corretta dei residui di
Pearson al quadrato.
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Implementazione in R

1 Algoritmo IRLS basato sul metodo Newton-Raphson per la stima dei
coefficienti del modello;

2 Creazione di un oggetto family personalizzato da richiamare nella
funzione glm() di R:

fit <- glm(y ∼ X, family = quasi.HS(), data = data)

• Regressione secante iperbolica (ϕ = 1 fissato):

summary(fit, dispersion = 1)

• Modello di quasi-verosimiglianza (ϕ da stimare):

summary(fit)
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Validazione dei modelli tramite simulazione

Regressione Secante Iperbolica con link canonico

• Scenario 1 : Modello nullo con sola intercetta.

• Scenario 2 : Modello con covariate generate da distribuzioni Normali
standard.

Regressione Secante Iperbolica con link identità

• Scenario 3 : Modello con covariate correlate generate da una
distribuzione gaussiana multivariata.

• Per ciascuno scenario, R = 104 repliche Monte Carlo.

• Metriche per la valutazione del modello:
Bias, Errore Quadratico Medio e Copertura.
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Regressione Secante Iperbolica con link identità

3 Scenario 3 : (β0, β1, β2, β3) = (−1.2, 0.7, 3.4,−0.2)

Bias MSE Copertura

β̂0 0.13 0.06 90%

β̂1 -0.08 0.08 95%

β̂2 -0.38 0.33 85%

β̂3 0.02 0.08 95%
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Applicazione a dati reali

• Dati: misurazioni giornaliere sulla qualità dell’aria a New York.

• Obiettivo: stimare i livelli di Ozono in funzione della temperatura
massima e della velocità media del vento.

1 Stima del modello di quasi-verosimiglianza della distribuzione
secante iperbolica.

2 Stima del modello gaussiano.

3 Confronto tra i modelli.
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Modello Quasi-HS vs Modello Gaussiano

Modello quasi-HS

Coefficiente Stima SE p-value

Temperatura 1.31 0.18 9 · 10−11∗∗∗

Vento -0.98 0.39 0.01∗

Dispersione ϕ̂ = 0.318

• Stima ϕ̂ < 1 ⇒
sottodispersione.

• Correzione degli SE tramite ϕ̂.

Modello gaussiano

Coefficiente Stima SE p-value

Temperatura 1.83 0.25 6 · 10−11∗∗∗

Vento -3.29 0.67 3 · 10−06∗∗∗

Dispersione σ̂2 = 472.12

• Significatività dei coefficienti
sovrastimata.

• σ̂2 elevato sotto ipotesi di
omoschedasticità.
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Analisi dei residui

Varianza empirica dei residui al quadrato del modello quasi-HS, nel
confronto con la varianza teorica della HS e la stima scalata con ϕ̂.

Maria Regina Mucilli (UniMiB) Distribuzione Secante Iperbolica Ottobre 2025 16 / 25



Introduzione Distribuzione Secante Iperbolica Metodologia e Implementazione Risultati Discussione e Conclusione

Conclusioni e Sviluppi Futuri

Conclusioni e Contributi

• Distribuzione Secante Iperbolica (HS): alternativa alla Normale
per dati continui con asimmetria o leptocurtosi.

• Rispetto alla Normale, HS cattura meglio eventi estremi e nei GLM
gestisce eteroschedasticità.

• L’approccio di quasi-verosimiglianza offre flessibilità, gestendo
dispersione non specificata tramite la stima del parametro ϕ.

Sviluppi Futuri

• Estendere il modello con interazioni, link non lineari o
penalizzazioni per dati ad alta dimensionalità.

• Confronti sistematici con altre distribuzioni (t-Student, Laplace).

• Applicazione di un approccio Bayesiano.
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Grazie per l’attenzione!
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Slide aggiuntive

Algoritmo ITM (rghs)

1 Specificare il parametro della distribuzione θ oppure
α = 1

2 + θ/π.

2 Generare casualmente u da U ∼ Uniform(0, 1).

3 Applicare la trasformazione inversa della Beta:
B = qbeta(U;α, 1− α).

4 Applicare la trasformazione π-logit per ottenere le variabili
casuali dalla distribuzione Secante Iperbolica:

x = 1
π log

(
B

1−B

)
.
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Algoritmo IRLS

1 Calcolo di media µ = Xβ e varianza V (µ) = 1 + µ2.

2 Aggiornamento dei pesi W = diag( 1
1+µ2i

).

3 Aggiornamento della stima dei coefficienti βnew tale che:
(XTWX )βnew = XTWy .

4 Iterazione fino alla convergenza o al raggiungimento del
numero massimo di iterazioni.
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Risultati delle Simulazioni

1 Scenario 1 : β0 = 0.5

Bias MSE Copertura

β̂0 -0.005 0.008 95%

2 Scenario 2 : (β0, β1, β2) = (0.2, 0.5,−0.3)

Bias MSE Copertura

β̂0 -0.01 0.007 92%

β̂1 -0.06 0.008 70%

β̂2 -0.03 0.006 85%
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Distribuzione dei dati

Distribuzione della variabile Ozono

Distribuzione del livello di Ozono rispetto
alle covariate Temperatura e Vento
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Output R

Modello quasi-HS Modello Gaussiano
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